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摘 要： 基于高阶矢量叠层基函数，提出了一种去除复杂谐振腔三维有限元仿真中产生的伪直流模式的新方

法．该方法可以非常方便、高效地将谐振腔有限元仿真中所有伪直流模式完全去除．利用该方法可以得到一个精确、高
效和稳定的有限元本征求解器．该本征求解器在仿真三维复杂谐振腔上和目前流行的电磁场商业软件的本征模求解
器相比具有相当的精度并且具有更高的效率．
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１ 引言

复杂谐振腔电磁场分析在微波工程、光学工程、电

真空器件以及粒子加速器等领域有着重要而广泛的应

用［１，２］．由于大部分谐振腔复杂的几何结构，一般理论
求解往往不可行，数值分析成为一种有效的手段．有限
元法凭借其善于模拟任意几何模型以及处理各种复杂

介质的能力而成为谐振腔数值仿真中的一种精确、高效

的算法［３］．采用矢量有限元法仿真复杂谐振腔可以成功
地去除传统节点有限元法带来的伪解［３］，但同时却引入

了大量的频率为零的没有物理意义的本征模［４］，我们称

其为伪直流模式．这些伪直流模式的个数随着有限元网
格的加密而不断增加．产生这些伪直流模式的原因是在
矢量有限元法求解的边值问题中未强加电场散度约束

方程．这些伪直流模式的产生不但增加了计算谐振腔主
模（低次模）的困难，更重要是直接导致了最后的有限元

矩阵为严重病态矩阵，从而使得求解谐振腔本征模的迭

代过程收敛很慢．因此如何去除这些伪直流模式，对于
提高复杂谐振腔电磁场仿真的效率有着重要的意义．另
一方面，当腔体的几何结构变得复杂并且谐振频率升高

时，仅仅采用低阶基函数即边棱元基函数，要达到给定

的精度时，需要大量的网格，从而导致产生的有限元矩

阵的维数大幅增加使得迭代求解收敛变慢．而采用高阶
基函数能有效提升复杂腔体有限元仿真的精度和效率．

目前用于去除复杂谐振腔三维有限元仿真中的伪

直流模式的方法主要有以下几种．（１）一种位移求逆预
处理法［５］．该方法是通过频谱转换，求解出某一个预估
频率附近的本征模，从而可以将没有物理意义的伪直流

模式去除．但是这种方法要求在求解有限元本征矩阵方
程的Ａｒｎｏｌｄｉ算法［６］中，每一步 Ａｒｎｏｌｄｉ迭代都需要求解
一个大型稀疏的病态线性矩阵方程．普通的迭代法求解
这样的矩阵方程基本上是不收敛的，快速多波前 ＬＵ分
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解［７］在矩阵维数较小的时候可以求解出这个矩阵方

程，但是随着矩阵维数增大，所耗的时间和内存将迅速

增大，导致该矩阵方程基本不能求解．（２）基于强加电
场散度约束方程的一类方法［４，８，９］．这类方法在强加电
场散度约束方程时非常不便，需要在每次 Ａｒｎｏｌｄｉ迭代
中求解一个 Ｐｏｉｓｓｏｎ方程［４］，或者另外引入附加的点基
函数［８］，或者构造一个离散积分矩阵［９］．并且这些方法
采用的都是最低阶的基函数．上述这些不足使得目前
的这些方法都不能简便、高效地去除复杂谐振腔三维

有限元仿真中的伪直流模式，从而进行准确快速的仿

真．
本文基于高阶矢量叠层基函数提出了一种更方

便、高效地去除复杂谐振腔三维有限元仿真中的伪直

流模式的方法．利用该方法产生的复杂谐振腔三维本
征求解器比起目前流行的电磁场商业仿真软件具有更

高的计算精度，而在计算时间和内存上却有着大幅的

节省．

２ 理论分析

２１ 复杂谐振腔电磁场边值问题及 Ｇａｌｅｒｋｉｎ弱形
式

一般地，可以将复杂谐振腔电磁场边值问题写成：

×μ
－１
ｒ×Ｅ－ｋ２０εｒＥ＝０， ｉｎΩ

ｎ×Ｅ＝０， ｏｎΓｐｅｃ
ｎ×μ

－１
ｒ×Ｅ＝０， ｏｎΓ

{
ｐｍｃ

（１）

·（εｒＥ）＝０， ｉｎΩ （２）
上述公式中，Ω为计算区域，Гｐｅｃ与Гｐｍｃ分别表示

理想电壁和理想磁壁，εｒ与μｒ分别为Ω中材料的相对

介电常数及相对磁导率，ｋ０为自由空间波数，ｎ为边界
面外法向单位矢量．对式（１）中的频域矢量波动方程两
边同时取散度，可以看出：当 ｋ０≠０时，波动方程的解还
满足式（２）电场散度方程；当 ｋ０＝０时，波动方程的解却
不再满足式（２）．此时的解对应的本征频率为零，这些
解就是谐振腔三维有限元仿真中产生的伪直流模式．
因此伪直流模式产生的本质原因就是在谐振腔三维有

限元仿真的边值问题中未强加电场散度方程．我们可
以将式（２）作为约束方程强加到边值问题式（１）中来去
除伪直流模式．

根据Ｇａｌｅｒｋｉｎ法可以得出边值问题（１）的弱形式：
找出一对 Ｅ∈Ｈ０（ｃｕｒｌ；Ω）和 ｋ０∈Ｃ满足下式成立

（ ×ｕ，μ
－１
ｒ  ×Ｅ）Ω ＝（ｋ０）

２（ｕ，εｒＥ）Ω，ｕ∈
Ｈ０（ｃｕｒｌ；Ω） （３）

上式中，（ｕ，ｖ）Ω＝∫Ωｕ·ｖｄΩ为矢量内积．试探电场
函数 Ｅ和检验电场函数ｕ所在的函数空间为旋度连续

函数的函数空间即 Ｈ０（ｃｕｒｌ；Ω）．在微波工程中，
Ｈ０（ｃｕｒｌ；Ω）是电场强度和磁场强度函数所在的函数空
间．

电场散度方程（２）的 Ｇａｌｅｒｋｉｎ弱形式可以由如下推
导得出：对于一个试探电场函数 Ｅ∈Ｈ０（ｃｕｒｌ；Ω），式
（２）可以表示成残差 ＲΩ（Ｅ）：

ＲΩ（Ｅ）＝·（εｒＥ） （４）
由电场高斯定律可知，ＲΩ（Ｅ）的物理意义为该残差表
示为一个电荷密度误差ρ

ｅｒｒｏｒ．从物理的观点来看，一个
准确的试探函数与检验函数组成的对偶对（ｄｕａｌｐａｉｒ
ｉｎｇ）最后一定是产生一个具有能量密度的物理量如ρφ．
因此，我们选择一个电势φ作为ＲΩ（Ｅ）的检验函数．那
么，式（２）的Ｇａｌｅｒｋｉｎ弱形式可以写成：
找出一个 Ｅ∈Ｈ０（ｃｕｒｌ；Ω）满足下式成立
（φ，ＲΩ（Ｅ））Ω＝（φ，·（εｒＥ））Ω＝０，φ∈Ｈ０（Ω） （５）

上式中，标记（ｕ，ｖ）Ω＝∫ΩｕｖｄΩ为标量内积．电势检
验函数φ所在的空间为梯度连续函数的函数空间即

Ｈ０（Ω）．由矢量高斯定理及φ在理想电壁上为零电位
可得：

（φ，·（εｒＥ））Ω ＝（φ，εｒＥ）Ω－∫Γｐｅｃφεｒ^ｎ·ＥｄΓ
＝（φ，εｒＥ）Ω （６）

２２ 有限维离散弱形式

在有限元分析中，我们需要将区域Ω采用四面体

网格离散成Ω
ｈ，这里 ｈ表示为四面体网格中的最大的

四面体直径．那么２１节中所得的复杂谐振腔电磁场边
值问题的有限维离散弱形式可以写成：

找出 Ｅｈ∈ＶｈＨ０（ｃｕｒｌ；Ω）和 ｋｈ０∈Ｃ使下述两式成立：
（×ｕｈ，μ

－１
ｒ×Ｅｈ）Ωｈ＝（ｋ

ｈ
０）
２（ｕｈ，εｒＥｈ）Ωｈ，

ｕｈ∈Ｖｈ （７）
（φ

ｈ，εｒＥｈ）Ωｈ＝０，φ
ｈ∈ＷｈＨ０（Ω） （８）

上式中，所有的物理量都加了上标 ｈ表示为采用
四面体网格离散后该物理量的离散形式．此外 Ｖｈ为试
探电场Ｅｈ和检验电场ｕｈ所在的有限维子空间即基函
数空间，Ｗｈ为检验电势φ

ｈ所在的基函数空间．众所周
知静电场或无旋电场可以写成标量势函数的梯度即 Ｅｉｒ
＝－φ．那么方程式（８）的物理意义为复杂谐振腔电
磁场边值问题式（１）的所有具有物理意义的本征模 Ｅｈ

和它的每一个伪直流模式（无旋电场）φ
ｈ正交．此外，

由于Ｈ０（Ω）Ｈ０（ｃｕｒｌ；Ω），那么它们的有限维子空
间满足 ＧｈＶｈ，令 Ｇｈ＝Ｗｈ．由上述结论可知，如果
我们选择的基函数空间 Ｖｈ能够完全分解成纯梯度场
部分Ｇｈ和有旋场部分Ｒｈ，即

Ｖｈ＝Ｇｈ∪Ｒｈ 并且 Ｇｈ∩Ｒｈ＝ （９）
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那么伪直流模式就可以非常方便地通过将边值问题式

（１）中所有具有物理意义的本征模式和纯梯度场基函
数空间 Ｇｈ正交来完全去除．
２３ 基函数空间构造

下面按照２２节中提出的要求构造基函数空间．我
们认为Ｓｕｎ等人提出的一种矢量叠层基函数［１０］最符合
上述基函数空间的要求．所谓的叠层基函数是指该类
型的高阶基函数是在低阶基函数的基础上增加未知量

和基函数而成，因此其高阶基函数完全包含了低阶基

函数，如二阶矢量叠层基函数的低阶部分是经典的边

棱元（ｅｄｇｅｅｌｅｍｅｎｔ）．之所以说Ｓｕｎ提出的叠层基函数最
符合要求是因为其高阶部分已经被完全分成两组即纯

梯度场基函数部分 Ｇｈ和有旋场基函数部分Ｒｈ．但是它
的低阶部分也就是边棱元部分并没有这样分解．因此
我们必须通过有限元网格的树共轭树分离技术［１１］

（ｔｒｅｅｃｏｔｒｅｅｓｐｌｉｔｔｉｎｇ）对边棱元部分做进一步分解．树共
轭树分离本质上就是为了保证在边棱元基函数分解过

程中，Ｇｈ∩Ｒｈ＝ ．
树共轭树分离的主要数值实现是将有限元网格

看成图论中的一张图，利用图论的遍历算法，选取有限

元单元网格的一个顶点为参考点，由参考点出发，构造

一条最小搜索路径．该路径上的棱边称为树边，而剩下
的棱边称为共轭树边．然后，将在树边上的边棱元基函
数拿去，用点基函数ζｉ代替，其中ζｉ是关于顶点ｉ的
体积坐标函数．该算法的要点在于：（１）此最小搜索路
径必须是单连通的；（２）保证由参考点出发，所有顶点
都可到达．（３）由于理想电壁上的电势都相同，因此可
以将理想电壁上的所有顶点看成一个点，并将该点设

为参考点，从该点出发进行树－共轭树分离．
图１为对一简单圆形区域的

有限元网格进行树共轭树分离
后的示意图．图中粗线为树边，细
线为共轭树边，树边构造出一条

最小的搜索路径．假定圆周上为
理想电壁，因此圆周上的所有点

电势都相同，可以看成一个点，并

设其为参考点．从图 １中可以发
现，树边的总数（５条）等于网格点的总数（６个）减去１．
减去的这点是参考点，在图１中为理想电壁上的点．对
有限元网格进行树共轭树分离后，将树边上的边棱元
基函数用点基函数替换掉，可以构造出如下二阶基函

数空间：

Ｖｈ＝ＧＮＲｃＴＧＥＲＦ （１０）

其中 ＧＮ＝ｓｐａｎ｛ζｉ； ｎｏｄｅｉ｝ （１１）
ＲｃＴ＝ｓｐａｎ｛ζｉζｊ－ζｊζｉ；ｃｏｔｒｅｅｅｄｇｅ｛ｉ，ｊ｝｝ （１２）

ＧＥ＝ｓｐａｎ｛（ζｉζｊ）；ｅｄｇｅ｛ｉ，ｊ｝｝ （１３）
ＲＦ＝ｓｐａｎ｛ζｉ（ζｊζｋ－ζｋζｊ），ζｊ（ζｋζｉ－ζｉζｋ）；

ｆａｃｅ｛ｉ，ｊ，ｋ｝｝ （１４）
上述公式中，ＧＮ和 ＲｃＴ构成基函数的一阶部分，其中
ＧＮ为边棱元的纯梯度场基函数空间，它是由拿掉树边
上的边棱元基函数而代替的点基函数ζｉ张成的；ＲｃＴ
为边棱元的有旋场基函数空间，它是由共轭树边上的

边棱元张成的．而 ＧＥ、ＲＦ和一阶部分一起构成了二阶
基函数．ＧＥ为纯梯度场基函数空间，它是由所有网格
边上的基函数张成的；ＲＦ为有旋场基函数空间，它是由
所有网格面上的基函数张成的．
２４ 广义本征矩阵方程组求解及伪直流模式去除

将复杂谐振腔电磁场边值问题的有限维离散弱形

式（７）、（８）用基函数式（１１）～（１４）展开，可以将求解边
值问题式（１）及电场散度约束方程式（２）转化成求解下
述广义本征矩阵方程组：

Ｓｘ＝ｋ２０Ｔｘ
ＧＴｘ{ ＝０

（１５ａ）
（１５ｂ）

上式中 Ｓ矩阵及Ｔ矩阵的矩阵项表示为：

Ｓｉｊ＝∫Ωｈ（×Ｎｉ）·μ－１ｒ（×Ｎｊ）ｄΩ （１６）

Ｔｉｊ＝∫ΩｈＮｉ·εｒＮｊｄΩ （１７）

Ｇ矩阵为：

Ｇ＝

Ｉｄｉｍ（ＧＮ） ０ ０ ０

０ ０ ０ ０
０ ０ Ｉｄｉｍ（ＧＥ） ０











０ ０ ０ ０

（１８）

Ｎｉ为所采用的基函数，Ｎｉ∈Ｖｈ．Ｉ表示单位矩阵，维数
ｄｉｍ（ＧＮ）为有限元网格树边总数，维数 ｄｉｍ（ＧＥ）为有限
元网格所有网格边总数．

由于广义本征方程组式（１５）中的矩阵为大型稀疏
矩阵，对于式（１５ａ），即广义本征方程一般采用位移求
逆预处理隐式重启 Ａｒｎｏｌｄｉ算法［６］求解，而式（１５ｂ），即
电场散度约束方程则可以不用直接求解，而是在求解

广义本征方程的过程中约束某些工作向量来强加电场

散度约束方程．
用位移求逆预处理隐式重启 Ａｒｎｏｌｄｉ法求解广义本

征方程的过程中，Ｒｉｔｚ向量 ｒ由求解线性矩阵方程（Ｓ－
σＴ）ｒ＝ｑ所得．σ为偏移因子，ｑ为工作向量．此外，由
于散度的旋度为零，非常明显有 ＧＳｘ＝０，所以可得下
述关系：

Ｇ（Ｓ－σＴ）ｘ＝０ＧＴｘ＝０，σ≠０ （１９）
只要Ｒｉｔｚ向量 ｒ满足电场散度约束方程即式（１５ｂ），那
么由 ｒ最后张成的本征向量即求解的本征模也满足电
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场散度约束方程，则有：

ＧＴｒ＝０Ｇ（Ｓ－σＴ）ｒ＝Ｇｑ＝０ （２０）
结合式（１８）矩阵 Ｇ的形式，要使式（２０）成立，则 ｑ需满
足：

ｑ＝ ０ ｑｄｉｍ（ＲｃＴ） ０ ｑｄｉｍ（ＲＦ[ ]） Ｔ
（２１）

由式（２１）知：伪直流模式可以通过在每一步 Ａｒｎｏｌｄｉ迭
代中，简单地设置向量 ｑ的两个纯梯度场基函数部分
为零，而保持两个有旋场基函数部分不变来方便去除．
此外，因为伪直流模式已经完全去除，那么可以将σ设

为负数，这时矩阵（Ｓ－σＴ）变成正定矩阵，线性矩阵方
程（Ｓ－σＴ）ｒ＝ｑ可以采用不完全 Ｃｈｏｌｅｓｋｙ分解预处理
共轭梯度法求解．但是随着网格增加导致矩阵维数增
加，共轭梯度法的迭代速度显著变慢．其本质原因是，
在迭代法的收敛过程中，每步迭代的误差的高频部分

能够迅速地衰减，而它的低频部分衰减得很慢．多重网
格法利用粗网格修正技术，能够有效地消除在细网格

迭代误差的低频部分，因为这些误差的低频部分在粗

网格上表现为其高频部分，可以快速去除．利用２３节
给出的基函数的叠层性可以对线性矩阵方程（Ｓ－σＴ）ｒ
＝ｑ的共轭梯度求解，构造出一种高效的 ｐ型多重网
格预处理［１２］．和传统几何意义上的多重网格法不同，该
预处理将由一阶基函数构成的矩阵看成是粗网格构成

的矩阵，而整个二阶基函数构成的矩阵看成是细网格

构成的矩阵．采用该预处理后，线性矩阵方程（Ｓ－σＴ）ｒ
＝ｑ的迭代求解的次数几乎不随矩阵维数增加而增加．
最后需要指出的是，除了高阶基函数的引入外，比起文

献［９］，本文提出的方法还有以下两方面的改进：（１）本
文的伪直流模式去除过程比文献［９］中的过程实施起
来更加方便和高效．在文献［９］中伪直流模式的去除需
要构造一个复杂的离散积分方程；而本文的方法仅仅

需要在每步Ａｒｎｏｌｄｉ迭代中将工作向量 ｑ的纯梯度场部
分重置为零，就能实现伪直流模式的完全去除，这并不

需要增加计算资源；（２）文献［９］中的方法无法实现前面
提到的高效的 ｐ型多重网格预处理．

３ 数值仿真

３１ 矩形谐振腔

首先，我们对一个尺寸为１０×５×７５（ｍｍ３）的简单
矩形谐振腔进行仿真，验证所提方法的准确性．从表１
中可以看出，采用所提出的方法可以非常有效地将矩

形谐振腔有限元仿真中的所有伪直流模式完全去除．
在采用３１６６个四面体网格下，去除伪直流模式后的前
８个本征模与解析解的最大相对误差仅为 ６９２ｅ３％，
因此该方法具有很高的精度和效率．表２比较了采用位
移求逆预处理法［４］和本文方法去除伪直流模式的效率

和稳定性．采用位移求逆预处理法，需要首先给出一个
比所求的最低本征模频率低的预估频率 ｆｅ所构成的位
移因子σ，σ＝（２πｆｅ／ｃ）２，ｃ为光速．此时σ为正数，称其
为正位移因子．而在本文提出的方法中，由于所有的伪
直流模式已经被完全去除，所以位移因子σ可以取任意

的负数，并都将得到最低的本征模，这里我们取σ＝－
０１（２πｆｅ／ｃ）２，称其为负位移因子．在位移求逆隐式重启
Ａｒｎｏｌｄｉ算法中最耗时间的步骤是两个矩阵向量积操作
即线性矩阵（Ｓ－σＴ）－１ｘ的求解（令为 Ｐｘ）和 Ｔｘ．在不
同预估频率 ｆｅ下，我们比较分别采用正位移因子和负位
移因子求解矩形谐振腔前８个本征模所做的上述矩阵
向量积的操作次数．Ａｒｎｏｌｄｉ的迭代收敛精度设为 １ｅ－
１４．从表２可以看出，采用正位移因子下，随着预估频率
ｆｅ越接近理论解２４９８２７ＧＨｚ，所做的 Ｐｘ和 Ｔｘ操作数越
少，但是一旦 ｆｅ超出理论解如２５ＧＨｚ，那么将收敛到错误
的本征模．而采用负位移因子情况下，Ｐｘ和 Ｔｘ操作数
在不同的预估频率下基本上都比采用正位移因子要少，

更为重要的是 Ｐｘ和 Ｔｘ操作数不会随着预估频率的变
化而变化，即使在超过理论解如２５ＧＨｚ下，也能收敛到
准确的本征模．因此本文提出的方法比位移求逆预处理
法具有更高的精度、效率和更好的稳定性．

表１ 分别在去除伪直流模式和未去除伪直流模式下

矩形谱振腔前８个本征值和解析解的对比

模式

Ｎｏ．
解析解

（ｄＢ）
未去除伪直流模

（ＧＨｚ）
去除伪直流模

（ＧＨｚ）
相对误差

（％）
ＴＥ１０１ ２４９８２７ ３３４ｅ０６ ２４９８２８ ４００ｅ０４
ＴＭ１１０ ３３５１７８ ２６０ｅ０６ ３３５１７９ ２９８ｅ０４
ＴＥ０１１ ３６０３０６ １０８ｅ１５ ３６０３１ １１１ｅ０３
ＴＥ２０１ ３６０３０６ ９８５ｅ０８ ３６０３１７ ３０５ｅ０３
ＴＭ１１１ ３９０２４２ ３３２ｅ１５ ３９０２６９ ６９２ｅ０３
ＴＥ１１１ ３９０２４２ ３１０ｅ１５ ３９０２６２ ５１３ｅ０３
ＴＭ２１０ ４２３９７１ ７７２ｅ１５ ４２３９９５ ５６６ｅ０３
ＴＥ１０２ ４２６９０５ ３９７ｅ１５ ４２６９１ １１７ｅ０３

表２ 在不同的预估频率下分别采用正位移因子和负位移

因子矩阵向量积 Ｐｘ和Ｔｘ的操作次数对比

预估频率

（ＧＨｚ）
正σ时

Ｐｘ次数
负σ时

Ｐｘ次数
正σ时

Ｔｘ次数
负σ时

Ｔｘ次数
１ ７１ ５０ ２０１ １５１
５ ６２ ５０ １８０ １５１
１０ ６０ ５０ １７４ １５１
１５ ５６ ５０ １６６ １５１
２４ ５０ ５０ １５０ １５１
２５ — ５０ — １５１

３２ 多注速调管群聚段谐振腔

下面，我们将仿真多注速调管群聚段中的一个 １８
孔谐振腔．该谐振腔用于加强速调管群聚的同时偏谐
展宽带宽．由前述可知，利用本文提出的方法位移因子

σ可以取负数，此时矩阵（Ｓ－σＴ）变为正定矩阵，矩阵

４７１１ 电 子 学 报 ２０１２年



向量积（Ｓ－σＴ）－１ｘ可以通过不完全 Ｃｈｏｌｅｓｋｙ分解预
处理共轭梯度法结合 ｐ型多重网格预处理有效求解．
因此我们称采用本文提出的去除伪直流模式的方法产

生的复杂谐振腔三维本征求解器为 ＣＧＥＳ（Ｃｏｎｊｕｇａｔｅ
ＧｒａｄｉｅｎｔＥｉｇｅｎＳｏｌｖｅｒ）．我们分别应用ＣＧＥＳ，ＣＳＴＭＷＳ（版
本２００９）和 ＨＦＳＳ（版本１２１）仿真１８孔群聚腔的前５个
本征模式，并且对比这三种求解器的计算性能．所有的
仿真都是在一个 Ｗｉｎｄｏｗｓ７６４位 ＩｎｔｅｌＣｏｒｅ２２８ＧＨｚ４
ＧＢ内存的笔记本计算平台上完成的．所有的仿真结果
都是在最后一次收敛网格得到的（对这三种求解器采

用同样的网格收敛精度 ００５％）．此外，ＣＳＴＭＷＳ具体
采用的本征求解器为ＪａｃｏｂｉＤａｖｉｄｓｏｎ法，ＨＦＳＳ采用的基
函数的阶数和ＣＧＥＳ一样同为２阶．表３给出了这三种
求解器计算１８孔群聚腔的前５个本征模．从表中可以
看出，三种求解器计算结果非常吻合，ＣＧＥＳ的计算结
果基本上在 ＣＳＴＭＷＳ和 ＨＦＳＳ中间，其中和 ＣＳＴＭＷＳ
的最大相对误差为 ０１２５％，和 ＨＦＳＳ的最大相对误差
为０３３２％．图２为多注速调管群聚段谐振腔模型四面
体网格图，图３为ＣＧＥＳ仿真群聚腔主模的电场分布矢
量图，图４为ＣＧＥＳ仿真群聚腔主模的磁场分布云图剖
面图．表４给出了三种求解器在计算群聚腔主模时计算
性能的对比．从表４中非常明显可以看出，ＣＧＥＳ在这三
种求解器中所消耗的时间和内存都是最少的．在 ＣＰＵ
时间上，ＣＧＥＳ几乎比 ＣＳＴＭＷＳ快了９倍，而消耗的内
存仅仅是ＣＳＴＭＷＳ的六分之一 ．更值得指出的是，

ＣＧＥＳ和ＨＦＳＳ采用的都是有限元法和２阶基函数，在几
乎相同的四面体网格及矩阵维数下，ＣＧＥＳ比 ＨＦＳＳ快
了近３倍，而消耗的内存仅仅是 ＨＦＳＳ的四分之一．

表３ ＣＳＴＭＷＳ、ＨＦＳＳ和ＣＧＥＳ仿真速调管群聚段谐振腔的
前５个本征模式频率对比

模式
ＣＳＴＭＷＳ
（ＧＨｚ）

ＨＦＳＳ
（ＧＨｚ）

ＣＧＥＳ
（ＧＨｚ）

ＣＧＥＳ与ＣＳＴＭＷＳ
相对误差（％）

ＣＧＥＳ与ＨＦＳＳ
相对误差（％）

１ ３５６０２６ ３５６７３５ ３５６０２３ －８４３ｅ０４ ２００ｅ０１
２ ７０７９６５ ７１０５９１ ７０８３８１ ５８８ｅ０２ ３１１ｅ０１
３ ７０８０２３ ７１０６１９ ７０８４９５ ６６７ｅ０２ ２９９ｅ０１
４ １０３９２５ １０４３６６１０４０１９９ ９１２ｅ０２ ３３２ｅ０１
５ １０３９４８ １０４３７９１０４０７８８ １２５ｅ０１ ２８８ｅ０１

表４ ＣＳＴＭＷＳ、ＨＦＳＳ和ＣＧＥＳ在仿真速调管群聚段谐振腔的
主模时计算性能对比

求解器 网格数 矩阵维数 ＣＰＵ时间 峰值内存（ＭＢ）
ＣＳＴＭＷＳ ５８８，４４８ １，７６５，３４４ ５００ １３５２
ＨＦＳＳ ５３，３３７ ３１５，７４６ １５９ ７８４
ＣＧＥＳ ５６，６１３ ３３５，０５４ ５５ ２１４

４ 结论

本文基于高阶矢量叠层基函数提出了一种非常方

便、高效地去除复杂谐振腔三维有限元仿真中产生的

伪直流模式的方法．该方法仅仅需要在每一步 Ａｒｎｏｌｄｉ
迭代中简单地将工作向量 ｑ的两个纯梯度场基函数部
分设置为零而同时保持两个有旋场基函数部分不变就

可以将所有的伪直流模式完全去除．利用该方法产生
了一个精确、高效和稳定的有限元本征求解器．该本征
求解器在仿真三维复杂谐振腔上比起目前流行的电磁

场商业软件具有相当的精度，而消耗的时间和内存却

大幅减少．

参考文献

［１］罗勇，李宏福，赵青．低Ｑ谐振腔混合模场匹配分析 ［Ｊ］．
电子学报，２００４，３２（９）：１５３９－１５４２．
ＬｕｏＹ，ＬｉＨＦ，ＺｈａｏＱ．Ｆｉｅｌｄｍａｔｃｈｉｎｇａｎａｌｙｓｉｓｏｆｈｙｂｒｉｄ
ｍｏｄｅｓｆｏｒｌｏｗＱｃａｖｉｔｉｅｓ［Ｊ］．ＡｃｔａＥｌｅｃｔｒｏｎｉｃａＳｉｎｉｃａ，２００４，３２
（９）：１５３９－１５４２．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

［２］孙永志，杨鸿生．矩形波导谐振腔微波化学反应器的研究
［Ｊ］．电子学报，２００６，３４（９）：１７０８－１７１０．

５７１１第 ６ 期 徐 立：一种基于高阶矢量叠层基函数去除复杂谐振腔三维有限元仿真中的伪直流模式的新方法



ＳｕｎＹＺ，ＹａｎｇＨＳ．Ｔｈｅｒｅｓｅａｒｃｈｏｆｍｉｃｒｏｗａｖｅｃｈｅｍｉｓｔｒｙｒｅ
ａｃｔｏｒｍａｄｅｏｆｔｈｅｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ［Ｊ］．ＡｃｔａＥｌｅｃｔｒｏｎｉｃａＳｉｎｉｃａ，
２００６，３４（９）：１７０８１７１０．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

［３］ＬｅｅＪＦ，ＳｕｎＤＫ，ＣｅｎｄｅｓＺＪ．Ｔａｎｇｅｎｔｉａｌｖｅｃｔｏｒｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔｓ
ｆｏｒｅｌｅｃｔｒｏｍａｇｎｅｔｉｃｆｉｅｌｄｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ［Ｊ］．ＩＥＥＥＴｒａｎｓＭａｇ
ｎｅｔｉｃｓ，１９９１，２７（５）：４０３２－４０３５．

［４］ＰｅｒｅｐｅｌｉｔｓａＳ，ＤｙｃｚｉｊＥｄｌｉｎｇｅｒＲ，ＬｅｅＪＦ．Ｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔａｎａｌｙ
ｓｉｓｏｆａｒｂｉｔｒａｒｉｌｙｓｈａｐｅｄｃａｖｉｔｙｒｅｓｏｎａｔｏｒｕｓｉｎｇＨ１（ｃｕｒｌ）ｅｌｅ
ｍｅｎｔｓ［Ｊ］．ＩＥＥＥＴｒａｎｓＭａｇｎｅｔｉｃｓ，２００４，３３（３）：１７７６－１７７９．

［５］ＸｕＬ，ＹａｎｇＺＨ，ＬｉＢ，ＬｉＪＱ，ＺｈｕＸＦ，ＨｕａｎｇＴ，ＨｕＱ，Ｈｕ
ＹＬ，ＹｅＺ．Ｈｉｇｈｆｒｅｑｕｅｎｃｙｃｉｒｃｕｉｔｓｉｍｕｌａｔｏｒ：Ａｎａｄｖａｎｃｅｄ
ｔｈｒｅｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔｅｌｅｃｔｒｏｍａｇｎｅｔｉｃｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｔｏｏｌ
ｆｏｒｍｉｃｒｏｗａｖｅｔｕｂｅｓ［Ｊ］．ＩＥＥＥＴｒａｎｓＥｌｅｃｔｒｏｎＤｅｖｉｃｅｓ，２００９，
５６（５）：１１４１－１１５１．

［６］ＬｅｈｏｕｃｑＲＢ，ＳｏｒｅｎｓｅｎＤＣ．Ｄｅｆｌａｔｉｏｎｔｅｃｈｎｉｑｕｅｓｆｏｒａｎｉｍ
ｐｌｉｃｉｔｌｙｒｅｓｔａｒｔｅｄＡｒｎｏｌｄｉｉｔｅｒａｔｉｏｎ［Ｊ］．ＳＩＡＭＪＭａｔｒｉｘＡｎａｌｙｓｉｓ
ａｎｄＡｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ，１９９６，１７（４）：７８９－８２１．

［７］ＤｕｆｆＩＳ，ＲｅｉｄＪＫ．Ｔｈｅｍｕｌｔｉｆｒｏｎｔａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆｉｎｄｅｆｉｎｉｔｅｓｐａｒｓｅ
ｓｙｍｍｅｔｒｉｃｌｉｎｅａｒｅｑｕａｔｉｏｎｓ［Ｊ］．ＡＣＭ ＴｒａｎｓｏｎＭａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ
Ｓｏｆｔｗａｒｅ，１９８３，９（３）：３０２－３２５．

［８］ＷｈｉｔｅＤＡ，ＫｏｎｇＪＭ．Ｃｏｍｐｕｔｉｎｇｓｏｌｅｎｏｉｄａｌｅｉｇｅｎｍｏｄｅｓｏｆｔｈｅ
ｖｅｃｔｏｒＨｅｌｍｈｏｌｔｚｅｑｕａｔｉｏｎ：Ａｎｏｖｅｌａｐｐｒｏａｃｈ［Ｊ］．ＩＥＥＥＴｒａｎｓ
Ｍａｇｎｅｔｉｃｓ，２００２，３８（５）：３４２０－３４２５．

［９］ＶｅｎｋａｔａｒａｙａｌｕＮＶ，ＬｅｅＪＦ．Ｒｅｍｏｖａｌｏｆｓｐｕｒｉｏｕｓｄｃｍｏｄｅｓｉｎ
ｅｄｇｅｓｅｌｅｍｅｎｔｓｓｏｌｕｔｉｏｎｓｆｏｒｍｏｄｅｌｉｎｇｔｈｒｅｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｒｅｓ
ｏｎａｔｏｒｓ［Ｊ］．ＩＥＥＥＴｒａｎｓＭｉｃｒｏｗａｖｅＴｈｅｏｒｙＴｅｃｈ，２００６，５４
（７）：３０１９－３０２５．

［１０］ＳｕｎＤＫ，ＬｅｅＪＦ，ＣｅｎｄｅｓＺＪ．Ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｏｆｎｅａｒｌｙｏｒｔｈｏｇｏ
ｎａｌＮｅｄｅｌｅｃｂａｓｅｓｆｏｒｒａｐｉｄｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｗｉｔｈｍｕｌｔｉｌｅｖｅｌｐｒｅ
ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｅｄｓｏｌｖｅｒｓ［Ｊ］．ＳＩＡＭＪＳｃｉＣｏｍｐｕｔ，２００１，２３：１０５３
－１０７６．

［１１］ＬｅｅＳＣ，ＬｅｅＪＦ，ＬｅｅＲ．Ｈｉｅｒａｒｃｈｉｃａｌｖｅｃｔｏｒｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔｓ
ｆｏｒａｎａｌｙｚｉｎｇｗａｖｅｇｕｉｄｅｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ［Ｊ］．ＩＥＥＥＴｒａｎｓＭｉ
ｃｒｏｗａｖｅＴｈｅｏｒｙＴｅｃｈ，２００３，５１（５）：１８９７－１９０５．

［１２］ＬｅｅＪＦ，ＳｕｎＤＫ．ｐＴｙｐｅｍｕｌｔｉｐｌｉｃａｔｉｖｅＳｃｈｗａｒｚ（ｐＭＵＳ）
ｍｅｔｈｏｄｗｉｔｈｖｅｃｔｏｒｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔｓｆｏｒｍｏｄｅｌｉｎｇｔｈｒｅｅｄｉｍｅｎ
ｓｉｏｎａｌｗａｖｅｇｕｉｄｅｄｉｓｃｏｎｔｉｎｕｉｔｉｅｓ［Ｊ］．ＩＥＥＥＴｒａｎｓＭｉｃｒｏｗａｖｅ
ＴｈｅｏｒｙＴｅｃｈ，２００３，５１（５）：１８９７－１９０５．

作者简介

徐 立 男，１９８５年出生于江西省万安县．
电子科技大学物理电子学院博士研究生，主要从

事微波管高频电路快速有限元法的研究．
Ｅｍａｉｌ：ｌｉｘｕ＠ｕｅｓｔｃ．ｅｄｕ．ｃｎ

李 斌 男，１９７４年出生．电子科技大学物
理电子学院教授，博士生导师，主要从事行波管

非线性理论、仿真与ＣＡＤ技术的研究．
Ｅｍａｉｌ：ｌｉｂｉｎ＠ｕｅｓｔｃ．ｅｄｕ．ｃｎ

杨中海 男，１９４４年出生．电子科技大学物
理电子学院教授，博士生导师，主要从事相对论

电子学、真空电子学和等离子体电子学的研究．
Ｅｍａｉｌ：ｚｈｙａｎｇ＠ｕｅｓｔｃ．ｅｄｕ．ｃｎ

６７１１ 电 子 学 报 ２０１２年


